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SUR LA D ISTR IBUT ION DES NOMBRES PREMIERS 
PAR 
HELGE vow KOCH 
STOCKHOLM.  
I n t roduct ion .  
Une propridtd bien simple de la fonction exponentielle va nous servir 
eomme point de ddpart pour cette dtude: si l'on ddsigne par x et s deux 
hombres positifs on a 
I 
(A) l im( I - -e  -e )= I - -e - '  
0 
selon que 
x-~I. 
Dans l'dtude de la formule d'EULER (Introd. in anal. infin., t. I, 
Cap. 15): 
I Zp_~, 
Ep- '  -k ~ q- .. = log r 
et des formules qui en rdsultant, cette remarque nous permet d'employer 
l'expression (A) comme faeteur de discontinuitd au lieu de l'intdgrale ddfinie 
(B) lira ~-~ z az  = 
a--t:~ 
dont on se serf ordinairement pour passer de la form~le d'EULER ~ celle 
A~ta o~ath~r*at~a. 24. Imprim~ le 3 juillet 1900. 
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de RIEMAI~N (Mathem.  Werke ,  I Aufl., p. I36 ) ou h des formules 6qui- 
valentes. 
Nous arrivons ainsi h des expressions nouvelles pour la fonetion f(x) 
de R IEI~IANN et pour des fonctions num6riques qui s'y rattaehent. Ces ex- 
pressions paraissent plus 616mentaires que celles qu'on possbde auparavant, 
et pour l '6tude des questions asymptot iques elles pr6sentent quelques 
avantages. Du moins, elles nous permettent  de dfmontrer  tr~s facilement 
quelques r6sultats, pr6vus d6jh par HIE~IA~.',', mais qui, autant que je con- 
rials, n 'ont  pas encore 6t6 d6montr6s r igoureusement. 
Parmi ces r6sultats, qui se trouvent expos6s au w 7, je citerai le suivant: 
Si F(x) d6signe le hombre des hombres premiers < x et si l'oll admet, 
avec RIEMA~-, que les racines de la fonction $(t) de RIE~TA~-sour outes 
r6elles, la diff6renee entre F(x) et le logarithme int6gral Li(x) sera une 
1 
- -+r  
quantit6 d 'un ordre infgrieur '~ celui de x ~ , ~ d6signant un nombre po- 
sitif si petit  qu'on le veut. 
I1 est bien possible qu'on pourra arriver au m6me r6sultat par d'autres 
m6thodes, mais je crois qua la m6thode adopt6e darts le pr6sent travail 
conduit plus faci lement au but. 
w 1. Expression nouvelle de la fonction f(.~) de lr 
Ddsignons par s un nombre positif > I et considdrons la formule 
d'EULEI~ 
/i ) ~p_, + t Zp_~,  + = log ~'(s) 
\ ,-~ 9 . 
i C'est en se servant de cette int~grale t en s'appuyant sur le th~or~me de M. HA- 
DAMARD ( Journal  de math~m., I893 ) relatif s la fonetion ~(s) que M. VOl~ ]~IA~- 
GOLI)T ( Journal  fiir Math., Bd. II4) a r~ussi s donner, pour la premiere fois, une 
d~monstration rigoureuse de la formule de I~IEMASN. - -  Dans les recherches importantes 
de M. HAI)AMARD (Bull. de la Soc. math. de France, 1896 ) et de M. DE LA VALLI~E 
POUSSlI~ (Ann. de la Soe. sc. de Bruxel les,  1895; M~m. cour. de l'Acad, de 
Belgique, I899 ) des int~grales analogues (B) jouent un r61e fondamental. 
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les sommes s'dtendant h tous les hombres premiers ef ((s) ddsignant ]a 
fonction ddfinie (pour R(s)> I) par la sdrie suivante 
I I 
<(s)=I  +F+~;+. . .  
Dans eette formule, mettons us h la place de set  multiplions les deux 
membres par 
( - -  I)~--' XY~ /~'  
x dSsignant un nombre positif donnS; donnons ~\ ~ suceessivement lesvaleurs 
~-- I ,  2,  3 etc in inf. 
et faisons la somme de routes les 6gatitds ainsi obtenues. 
membres nous donnent ainsi la s~rie suivante 
Les seconds 
+~ l),-, x, ' X,=, !- Iz log ~(~) 
et la somme des premiers membres 'dcrit comme une s6rie triple 
oh la somme ~ s'dtend ~ tous les nombres entiers positifs, la somme X:p 
~t tous les hombres premiers successifs. Ddsignant cette sdrie (2) par S, 
on a donc l'dgalitd 
(3) S ~-- ,=~}'~ (--l_ V log ~(~s). 
Comme on a par hypoth~se s > I la s6rie (2)est  absolument con- 
vergente; c'est ce qu'on volt en remarquant que 
d'ofi 
~',_ =,=.  < < 
- -  ~ \ l~ l  2*  - -  I 
,<. ,  . . . .  ( . ) 
Acla mathomatica. 24. Imprim~ le 3 aofit 19(10. 21 
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,_  ,__, l ( - i z  < 1< 
K d6signant un nombre ddpendant de s. 
I1 en rdsulte qu'on a le droit d'derire 
= /t +'~1 I)V-1 ' (x~vs  ~-- -  Ex~( I  --e-~'P--'~'). 
Cette nouvelle s6rie converge uniformdment par rapport h s pour 
toutes les valeurs rdelles de s remplissant la condition 
(5) 8 R 1 "3 I- ]1, 
En effet, il n'v a qu'un nombre fini de h dtant un nombre fixe > o. 
termes de eette s6rie oh l'on a 
pour les autres termes, on a 
I ~(I - -  
Comme la s6rie 
p~ < x; 
< . 
dtendue aux nombres premiers p et aux nombres entiers positifs 2 tels que 
x < p~, est 6videmment uniformdment eonvergente dans le domaine (5), il 
en est done de m~me de la s6rie (4). 
Done on a, en route rigueur, 
(6) lira S ~ E E lim [~ (t - -e  -*'v-'~') ]. 
s=oo P )" s=or  
Or, d'apr~s la remarque faite au ddbut, on a 
I 
X 
hm-( t - -e  -~p '~) = i ( t __e_ , )  
0 
selon que 
Done, ddsignant 
posant 
on a 
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par F(x )  le nombre des nombres premiers < x et 
, ( ' )  
f (x )  = F (x )  + ? F x ~ + . . ~ 
I e -  1 lira S -= f (x )  - -  
si x est de la forme pa (p d~signant un nombre premier et ~ un entier 
positif) et, dans le eas contmire 
lira S = f (x) .  
$=oo 
L'identitd 
(8) S = ~ (-- ')'-~ ~,~ log ~(~s) 
~=, lZ 
nous donne done l'expression suivante pour f(x): 
-I-~ i ),+_ 1 
oh l'on a , -~  o s ix  n'est pas la puissance d'un hombre premier, mais 
$ ~[e  -t si x~p ~' 
w 2. Express ions  des fonct ions  r et A(x, r). 
D~signons par 0(x) la somme des logarithmes naturels de tous les 
hombres premiers < x et posons 
(') (') 
(1o) r  z ~ +0 x ~ +. .  
ou, ce qui revient au m~me 
r = 2: logp + .~ logp +,~ logp +. . . ,  
Quand 9 n'est pas la puissance d'un hombre premier, cetto fonction coincide 
avec la fonction f(x.) de RI~A~s. 
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La fonction r reprdsente doric le logarithme du plus petit commun mul- 
tiple de tous les nombrcs entiers < x. On connalt le r61e considdrable 
r~ ~. 1 que joue cette fonction ddjh dans les travaux de ]CHEB "CHEFF. Pour le 
but que nous nous proposons iei, il est ndccssaire d'cxprimcr r  par 
une formule analogue h (9). 
A cet effet, diffdrentions la formule (1) par rapport h s. I1 vient 
('(,) 
(~ o) Ep- "  log p + Zp  -~' log p + ..  = - -  ~'(s~ 
( - -  I) v - I  
1_ ~ 
ainsi 
Dans cette formule, mettons ~s h la place de s, multiplions par 
x ~ et faisons la somme de ~ ~ 1 jusqu'h ~ = -b cxg. On trouve 
oh nous avons introduit, pour abrdger, la notation 
Z(s). ((s) 
Ici, comme plus haut, on voit que la sdrie triple converge absolument 
(s dtant supposd > t). Elle pourra donc s'dcrire sous la forme 
Et l'on ddmontre, comme prdcddemment, que la sdrie double du second 
membre converge uniformdment pour toutes les valeurs rdelles de s supd- 
rieures ~un nombre fixe > I. 
On trouve doric, en passant ~ la limite (s = cxg), que la sdrie (~ 3) 
prend la valeur 
r  - -  e -I log p 
s ix  est de la forme p~" et, dans les autres cas, la valeur 
r 
316moire de l'Acad6mie imp6riale des Sciences de Saint-Potersbourg, 185o. 
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Ceci nous permet donc d'dcrire 
('4) r  = ~o - -  lira E ( -  l)'-lx"*'*Z(118) 
s=~ v=l ! -  
Oh l'on a so ~ e -~ log ps i  x est de la forme p~*, mais ~--- o duns le cas contraire. 
Avant de tirer quelques conclusions de cctte formule, nous allons 
dcrire ]a formule correspondante pour une fonction qui embrasse r
eolmne cas partieulier et qui, d'aprbs les travaux de M. vo.~ MA.XGOL1)T 
et de 5I. D~ ]~A VALL~E POUSSIN, joue, comme d,(x), un rble important 
pour la thdorie de la fonction f(x) de I{H.:MANN. 
Ddsignons par A(x, r) la fonction suivante: l 
oh [x] ddsigne le plus grand entier qui ne ddpasse pus x et oh la fone- 
tion L(n) est ddfinie par les conditions suivantes 
C( , )  = o, 
fl) L(n) =-- o, quand nest  compos6 par des f'~cteurs premiers distincts, 
F) L (n )= log p, quand n ~--p~, p d6signant un nombre premier et 
2 un nombre entier positif. 
On volt que cette d~finition est identique h la suivante" 
.4(x r )= Z p -~ logp+ ~ p -~ logp+. .  
les sommes 6tant 6tendues ~ routes les puissances de hombres premiers < x. 
Pour avoir une expression de cetfe fonction, nous partons encore une 
fois de la formule (I I). Mais cette fois nous mettons r + vs h la place 
de set  procddons ensuite comme tout h l'heure. I1 vient ainsi 
+ (I 6) A(Z, r) = ~"~- lim,_~. -'~=,__ (--If 
oh ~o a la m~me signification que plus haut. Cette formule, qui est ru- 
lable pour route valeur de r, se eonfond, pour r~---o, avee la formule (14). 
i Quand x n'est pas la puissance d'un nombre premier, cette fonction coincide 
avec la fonction d~sign~e par ~:](x, ~) par ~I. vos MANGOLDT ( Journa l  ffir ~Iath.~ 
Bd. II4, p. 279)~ 
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w 3. l~al)pel de quelqltes prol~ridtds connotes de la l'onetion ~(s). 
Nous allons appliquer maintenant les formules obtenues g l'dtude des 
fonctions numdriques dont il s'agit. 
Conu encons par rdsumer les propridtds de la fonction g(s) de IIIE- 
~IaS'.'," dont nous aurons besoin clans la suite. 
Pour les valeurs de s dont la pattie rdelle est supdrieure h l'unitd 
cette fonction est ddfinie par la sdrie suivante 
I I 
~'(s)= t +v+ow+. . .  
3 
C'est une fonetion analytique rdguliSre dans tout le phm sauf au 
point s = I qui est un pble simple au rdsidu I. 
Pour routes les valeurs de s on a 
cs_ s +~ , s 
H S ) 2n (' 7) (, - -  s)g(s)  =- H(s )C(o)e  " 7:, ~ ( ,  --k ~ e , 
*t = 1 
C ddsignant la constante d'EULEli et H(s)  dtant une fonction entiSre dont 
routes les racines sont situdes entre l'axe imag'inaire t une droite passant 
par le point s = I, parall61e h cet axe. ~ Ces racines sont conjugudes deux 
h deux et ~ toute racine p correspond une racine I - - /9.  
Ces rdsultats sont tous dtablis par }hE.MANN (lOt. cir.). C'est h 5[. HA- 
DaY, AriD ( Journa l  de mathemat iques ,  I893) qu'on doit le thdor6me 
fondamental relatif ~ la fonction H(s)  et qui peut s'dnoncer ainsi qu'il suit. 
Convenons de ddsigner par P0 la quantitd imaginaire conjugude h p. 
Alors le produit 
dtendu h toutes les raeines p de t t ( s )  dont la ])artie imaginaire st positive, 
converge absolmnent et reprdsente la fonetion H(s): 
8 8 
(19) H(s) =np (t ---p)(' --Po)" 
H(s) ne diff6re que par uu facteur constant de la fonction r de RIE,~tA~'S 
I 
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Des formules (~7) et (t9) rdsulte que la ddrivde logarithmique Z(s) 
de ~'(s) peut s'derire sous la forme suivante' 
(20) 
2 2 8- -  I + 8 "~ 2 I t  
+ " 
9 i Dans cette formule, ainsi que dans les formules que nous eer rons 
plus tard, le svmbole ~p ddsigne une sommation &endue h celles des ra- 
cines p =- a -4- f l i  oh la pattie imaginaire fl est positive. 
w 4. E tude  de la l~onetion ~(x, s). 
Appliquons la formule (20) h l'dtude de la fonction 
v=l  f__ 
que nous avons reneontrde plus haut. 
iNous aurons 
AVao 
d'ofi 
! 
(23) q"(x ,  s) ~- - - -  C -1- ~ l~ (,  - -  e -~)  
+| , ( - -  ,)~-' 
Iz 
v4-I 
X vs 
+oo +~o 
- rE (  ' us + 2n 
v=|  n~l  
I 
,) (- ~)'-, 
, ) (--- ,) ~-~ 
- -  xvs. 
168 Helge yon Koch. 
Or les sdries doubles qui figurent dans eette formule convergent ab- 
solument (s dtant toujours supposd > I). C'est ce qu'on volt immddiate- 
ment en remarquant que les sdries 
et 
Z I I I I I 
n vs + 2n  2n}u 
[ 
91~s - -  ,o vS - -  Do v 
convergent quel que soit vet  tendent vers zdro quand,  erolt inddfiniment. 
Donc, dans les sdries doubles dont il s'agit, nous avons le droit d'in- 
tervertir l'ordre de sommation. I1 en rdsulte que, si l'on introduit la 
notation 
+:  - -  (-- ~)~-' x"(2 4) P(x ,  s,  a) = E ' 
l'expression prdcddente de q"(x, s) prendra la forme 
(~5) ' )  ' t ' (x , s )=- -  c4  iz~ (x - -e  -+) 
+ p@,s , -  i) 
~t=l  
2.) - -2,,,I (i - -  e-x')] 
- -  E , [p(x,  s, - -p )  + p( . ,  s, -Po)].  
On voit par lh que l'dtude de la fonction ~'(x, s) (et par suite de 
la fonetion r ddpend essentiellement de la fonetion P ddfinie par la 
formule (2 4). 
Portons donc d'abord notre attention sur cette nouvelle fonction. 
Comme fo.netion de x, P (x ,  s ,  a) est dvidemment une fonction en- 
tiOre; eomme fonction de a, die est m&omorphe dans tout le plan. Enfin, 
par rapport h s, nous n'avons besoin de considdrer la fonction P que pour 
les valeurs r6elles et positives de cette variable. 
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Cette fonetion pent faeilement t~tre exprimde h l'nide d'une int~Sgrale 
ddfinie. On a, en effet 
y I ( - -  I) v-1 - -  /~' . .... (--~..__I) ~-1 Zus+a__ 1
~,  + . i ~ - x "+~ - ~lz Y"  I ~- 
-- f ,1. .~ - -e -" )  
d'ofi s'obtient la formule 
x 
(~6) P(~, ~ , ~) = ~-~176 --e-"),O, 
o 
valable rant que la partie rdelle de s + a est plus grande que zdro. 
En intdgrant par parties deux fois successives, on trouve 
07) (Z 
8a~s t2 - . rs  
a(~ + a) 
x 
s* X -~ f e -  dy . 
a(s + a) f+'~'-~ ~' 
0 
A eStd de cette formule, nous eiterons la suivante: 
+ oo 8k xk s 
(: 8) P(~,  s,  ~) = ~ (~ - -  ~--) - -  ~-" ~"-- ~7v4 .)_-: ~,,-;-4- ~ 
Cette nouvelle formule peut s obtel tr soit h I'aide de la prece(mn 6, soit 
en partant de l'identitd: 
8 k I I I I I 
(~9) <,+,~) . . (~ . ,+ , ) - ,1~ ,+, i•  
I I 
~,+ I;~ II~" 
Cette identit6 montre, en effet, que l'on a 
+k~ 1 .@X ks I k~ i  ~Is I y X ks 
a(.~ + a)  (t 's + a)  - -  ,x i t~ a + s i~- -~-  + " " "~ "" = i-- k=l ~- - - - -  
- ~-(e ~ ' -  I) e "~ +-  e" - -  
- -  d (l + S 2 (Z --[- 2S 
d'oh rdsulte immddiatement le d&-eloppement (28). 
Ae la  ma lhemat iea .  21. Imprim6 le ~1 aoflt 1900. 22 
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Appliquons ces formules pour transformer l'expression (25). 
En vertu de (27) on a 
(30) P(x ,  s ,  2n) - - s  - -  e-")  = 
$~s 6--s  s 
2n(s + 2n) 
x 
st X-2. f y~..+2,-I e-Y, dy 
2n(. + 2n) o 
et en s'appuyant sur la formule 
x 
(3 I) f sy~' - -~e-edy  = , - e -~'  - -  z 'e - "  
0 
on voit que 
(3~) 
x 
8z-" f y ~"+~'-' e v' dy < I - -  e -~' - -  x'e -~'. 
o 
Ddsignant, pour abrdger, le premier membre de l'indgalitd (3 2) par 
~., on obtient donc 
q-oo 
, , (33) - -  P (x  s 2n) ~,~ 
= + sx, e_ ~, ~ 2,~(s + 2,~) 
I 
n~l  
Y_ Z ' + s 2n(s + 2.) < s 2. (., + 2,~) " 
U=I  t l= l  
De m6me, on a 
(34) P(x,  s,  - -p )  + P(x,  s,  - -  
"Jr- 8xSe-~S 2~ - -  
p0) = - -  ( ,  - -  e - " )  + ~. 
I 
p(s -- p) 
+ s22~ p(s - -p )  xp Y-e+2'-le-~' ' 
~u ddsignant partout la partie rdelle d'une quantitd complexe u. 
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Or, p d~signant une racine imaginaire de la fonetion g(s), sa partie 
r:elle est eomprise entre oet  I. Done la valeur absoluc de l'expression 
x 
0 
est infdrieure h. la suivante 
x 1 x 
0 0 I 
qui, eomme on voit, est infdrieure h 
X( I  - -  e -xs  - xSe-x~).  
s dtant plus grand que I, la dernibre expression est 6videmment 
2x 
moindre que - - .  Nous pouvons done derire 
8 
(35) 
* i I , I xe [ 'u -P+"- 'e - :dy]  < sr 
s '2~ e(  s _ ?) od . j ?(,, _ ?)( 
r d6signant une quantitd infdrieure g 4x en valeur absolue. (Plus taM, 
nous trouverons une limite plus petite pour eette quantit:.) 
Done la somme de routes les quantit& (34)converge absolument. 
D'autre part, eomme la s4rie 
Z xp ii--P+2a--I 
converge uniformdment par rapport g z (s ayant une valeur d4terminge 
quelconque > i), les signes ~ et f sont permutables et l'on aura 
(36) ~gt  I p (8 - -  p) xp 
x 
:,-5--?)/ 
i72 
d'ofi enfin 
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(37) Z,[~'(x, s , - -p )  + t'(x, s,--P0)l 
x 
~a 
, ,  j (  
0 
d6signant un nombre tendant vers zdro eomme s.r~e -x, quand s crolt. 
I1 nous reste encore h dtudier le terme P(x ,  s , - - I )  qui figure dans 
l'expression (25) de q"@, s). 
La formule (26) nous donne 
(38) 
x 
v(. ,  . , -  , )=  * f v-'(' --e-"')dV 
o 
= xfy - : (  
x 
1 
Or  
x 
= xt ) ( , ,  ~ ,  - -  , + ~- -  ~ - -  ~fy - 'e - '%.  
1 
+~ i).~--1 
~O( I ,  S , - -  I )  --~ Z I ( -  
tend  6videmment vers z6ro quand s erolt et eela d'une telle mani6re que 
le produit sI'(~ s , - -x )  tend vers une limite finie (~ savoir ~_,(_~y--l). 
v=l  i -  
De plus, on a 
x 
fdy.  I ( X I ) 
Y-~e-~'dY < / ;F  "~ s + i x;4-' " 
1 
(39) 
De la forme (38) r6sulte done que nous pouvons 6erire 
K~ 
-t ~x,s , - -  i j  = x - -  i . , 
K d6signant un nombre qui reste au-dessous d'une limite fixe quels que 
soient x et s. 
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Enfin, on sait 1 que 
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- -  I - - -C - - - l~+ + =- - / (2 , ' r ) .  
2 2 p 
Combinant routes ces formules, on voit que la formule (25) prend la forme 
suivante 
(40)  q~'(x, s) ---= x - -  l(2rr) + __Kz + s - -  7] 
8 
p(s - -p ) /  
off l'on a 
1:  s (4 I) e < 2n(s + 2n) 
n=l  
(42) 171 < Asx'e-~", 
A ddsignant un nombre fixe (inddpendant de s et de x). 
La fonction 
(43) Z (--lu x"Z( r  -t- us) 
dont ddpend, d'aprbs (~6), la fonction A(x ,  r) peut, comme on voit facile- 
ment, s'exprimer ~ l'aide des fonctions P(x ,  s ,  r ~ 1), P (x  , s ,  r "4- 2n), 
P (x ,  s ,  r - -p )  de la m~me manibre que nous avons exprimd plus haut 
(25) ~'(x, s) ~ l'aide des fonctions P(x ,s ,  ~ I ) ,  P(x, s, 2n), P(x , s, - -  p). 
D'apr6s cela, il serait facile d'obtenir pour (43) une formule analogue ~ (40). 
Voir, p. ex., J. PETER,SEN. loc. cit. p. 269. 
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w 5. l~emal 'ques  ur  les sdvies 
Quand s augmente inddfiniment, la valeur de la sdrie 
E s (44) 2n(, + 2r,) 
n=l  
grandit au delk de toute limite; mais son ordre de grandeur est infdrieur 
6tant un hombre positif si petit qu'on le h celui de la puissance s a, 
veut. En effet on a 
S l -a  I I 
2n(S + 2n) <: 2n(S "4- 2n) ~ < (2n) TM 
d'oh 
8 8a E I 
(44') 'Y'.--- 2,~(s + 2,,) < (2,)'*" " 
n=l  n=l  
I1 en est de m~me de la sdrie 
8 
(45) pp(s 2_ p) 
dtendue aux racines imaginaires p de la fonction ~'(s). 
I 
la somme ~p~ converge absolument, on peut dcrire 
s r < i 
(45') . p(s~-p) 8~-p]p 1.+~" 
Pour ~valuer l'ordre de grandeur de la sdrie 
8~ p __  
(46) a.~p ( s _ p) 
En effet, puisque 
1 En s'appuyant sur l'inggalit6 
aa 
E , s s sdz  _ s 8 -4 -2  
I 2rt(2~ + 8) < 2(8~ 2) 71- 2X(2X + s) 2(s + 2) + log~ 
9 ~= t2 
1 
on trouve une limite encore plus petite, ~ savoir log (s + 2), pour la s6rio (44). 
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nous admettons, avec RtEMA~N, que la partie rdelle de chacune des racines 
pest  dgale h t .  ~ Alors il rdsulte de la formule prdcddente que l'on a 
2 
a 5tant, comme plus haut, un nombre positif arbitraire. 
w 6. T rans for J~at ion  de l~ fo'~'~a$ule t~'o~tvde au  ~ 2. 
Comme nous avons vu, la formule (12) peut s'dcrire sous la forme 
(47) Y : ,E , ( ,  - -e  -~',-'~) Iog p = r s), 
r s) 6tant dgfini par la formule (:'I). Supposons que le hombre donnd 
x soit de la forme 
I 
:r ---- n .-}- 2 , 
n ddsignant un entier positif quelconque. 
Partageons la somme figurant au premier membre de (47) en deux 
parties S 1 et S~ 
s, = Z (, - -  e -~'~-'~) lo~ p, 
p~<x 
S~ == Z ( [ - -  e -~'p-'~') log p, 
p~> x 
la premiSre somme s'dtendant h routes les puissances de nombres premiers 
infdrieures h x, la seconde h routes les puissances p;> x .  
I d'o~l Dans l'hypothSse p~< x on a p~<x- -2  
e ~%-~z< z_=~ * --~----- . 
On salt que ce th~or6me n'est pas encore d~montr6 rigoureusement. Mais, 
d'apr6s un article r6cent de M. JENSEN (Acta mathemat ica ,  t. 22, p. 359), il y a 
lieu d'esl)6rer que cette lacune sera prochainement combl6e. 
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S, = r  r ~), 
r  s) = X e -*'p-'~ log p, 
p~. <.~ 
r  conservant la m4me signification que plus haut (,o). 
x I 
Darts lhypothese p~ > x on a p~ > x + 2' d'oh 
\~+~ 
S 2 = ~_, ( I - -e - * 'F~) logp  < ~., x 'p - 'Z logp  < x' 
pit > x p)' > x 
De l'indgalitd 
-[-00 X log n 
- -  < 
1 
I 
= + 
.~-00 
X log n 
- -  . 
1 ~s 
, ,=x+ 2- 
( 't log x+ 2 +00 
+ f x -~ log xdx ( 
I (X + log x + 2 x+~ , 
rdsulte donc, si l 'on prend 
I s- - i>x+~ 
que l'on a 
\~ +~/ 
Donc ~'(x, s) peut s'dcrire ainsi: 
(48) q~'(x, s) = r  + A 
oh 
(49) 
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Or on a, d'apr6s une remarque de M. MERTESS ~ 
et 1'on sait que 
(:)< g- -  i \  s s 
- -  =-= I # ~6 2z 
d'oh 
$ 
$ $ ( ') (50) l a}  < 2~ -z  + ~ ~+' log ~ + ~.  
On voit donc qu'il suffit de prendre 
s > 2z log x 
pour que la diffdrence A entre q"(x,s)et •(x)reste au-dessous d'un 
nombre fixe, quelque grand que soit x. Si l'on prend 
on voit que A tend avec une grande rapidit6 vers zdro quand x va en 
croissant. Autrement dit, si 1'on prend q~'(x, s)(s- - -x 2) comme valeur 
de r  on commet une erreur qui tend avec une grande rapidit6 vers 
zdro quand x augmente.. 
' J ourna l  f i i r  d ie  re ine  und  angewandte  Mathemat ik ,  Bd. 78. 
Acla ntath~mad.r 21, [mprira0 to 1 ao(~t 1900. 23  
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w 7. Appl icat ions des jb rmules  prdcddentes. ~xpress ions asymp-  
totiques des jeonctions r 8(ar f(z), F(ar 
(5  I ) 
Combinons maintenant les formules (40) et (48). 
r  ~- x~l(21r)  q___Kz..[_ r  A 
I1 vient 
\ '~e  p (., - -  ,o)/ 
0 
s ,  7/ et A satisfaisant aux in4galit4s (4I), (42), et (49) respeetivement. 
Or on a 
z 
f (v  ='y-' ~,,,,-,~.-,',;y ( s2)  ~ \ ' - ,pT~: -pS / "  - 
O 
1 
< f i 'D'-' Ip(8 -P ) I ,  
o 
- - -  I ~ - e )  
(voir la formule (3 ~))- La pattie rielle de p ~tant comprise entre o et ~, 
on a (pour s > x) 
I:=--pl>= 
ee qui montre que l'expression du second membre de (5 2) est in{&ieure h 
8 i _ _  
ce qui nous permet d'dcrire 
(53) r  = x - -  ; (~)  + _;c= + .o _ ~ _ / ,  _ A 
8 
off 
(54) 
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[Al l  < 4Zp i  ,~,cP )1 
i p (~-p  " 
Kx 
Dans cette formule, prenons s----x ~" alors les termes ~ A 
8 
restent au-dessous d'une limite finie, quel que soit x, et lu formule (44') 
montre que 
r ~ x~K 
a dtant si petit qu'on le veut et K d~signunt une constante. 
I 
Quant ~ A ,  nous pouvons, duns l'hypoth~se R(p)= ~, appliquer la 
formule (46') et nous trouvons uinsi 
1 
[ A [ < x~+'~K. 
Par lg se trouve done ddmontr6 le thdorbme suivant' 
i la diAdrence Dans l'hypoth~se R(p)  --- 
tend vers zdro pour x = o,v et cette dif[drence est un infiniment petit d'un 
ordre de petitesse au moins dgal d eelui de l'expression 
1 x a a--~ 
(55) r - x 
a ddsignant un hombre positif si petit qu'on le veut. 
Si 8(x) d~signe la somme des logarithmes de tous les  hombres pre- 
miers < x on suit que la difference entre r  et 6(x) est de l'ordre de 
r  ~ x~ = o(x ) - -o  x ~ + o - - . .  < o(x)) ,  
1 J'ai donn~ une autre d~monstration de ce th~or~mc dans une note pr~sent~e 
l'Acad~mie de Stockholm le 9 mai tgOO. 
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d'ofi rdsulte, dans la m~me hypoth~se que pr~eddemment relative aux 
raeines p, le thdor~me qui suit  
La diff&ence 
0(~) 
2g 
tend vers zdro quand x tend vers l'infini et cette quantitd est un infiniment 
petit d'un ordre de petitesse au moins @al d celui de l'expression (55) 
Pour trouver un rdsultat correspondant pour la fonction f (x )de  :RIE- 
MANN, on pourrait commencer par trouver une expression asymptotique de 
la fonction A(x, r), analogue k celle trouvde plus haut (formule (53))pour 
la fonction r Par l~ et remarquant que 
.~ac 
f(x) =- - f   l(x, r)dr 
0 
on trouverait, apr~s quelques rdductions, une formule asymptotique pour f(x). 
Mais on arrive plus rite au but en combinant les rdsultats qui prd- 
c~dent avec une formule dtablie par M. de la VALLEE POUSSIN. 1 
Ddsignant, selon l'usage, par s le lo/]arithme intdyral defini par 
formule 
(5 6) Li(x) = lira --d~ + dx 
~= 0 log z 
l -ks 
la formule dont il s'agit peut s'derire sous la forme suivante 
(57) I l (27c) )  f(x) = L i (x ) - -12  +~(r  
z ; z -2m-" du zP-" du 
' + (e-  
0 0 
la somme ~p s'dtendant h routes les racines imaginaires de ~'(s). 
i Sur la fonction ~(s) de RIEMANN et le hombre des nombres premiers infSrieurs 
une limite donn~e, p. 60 (M~moires couronn~s et aut res  m~moi res  pub l i~s  
par  l 'Acad~mie  roya le  de Be lg ique ,  t. 49, 1899). 
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D'apr~s ce qu'a montrd M. de la VALL~I,; t)OUSSI~ (Ioc. cir. p. 6I) 
l'expression entre crochets est infdrieure ~t la quantit~ 
~'z~ + q - ( t~ 7~ § ~ ' 
dans l hypothese R(p) - -~ ,  cette derni~re expression est de l'ordre de~.  
D'autre part, d'apr~s ee que nous venons de ddmontrer, l'expression 
r  z - -  z(:~) 
1 
ne peut pas ~tre d'un ordre d'infinitude sup~rieur h celui de x "+~. 
La formule (57) montre donc que la difference entre f (x)  et Li(x)  
es~ ~nfdrieure 
I 
Kx~ +" 
a dtant un hombre positif si petit qu'on le veut et K ddsignant un nombre 
ne d6pendant que de a. 
f (x)  ~tant li6 k la fonction F(x),  qui exprime combien il v u de 
nombres premiers < x, par la relation 
f(x) = F(x) + ?.~ :~ + .. 
on s~it que la valeur de F(~) se trouve comprise entre les limites f (x)  
et f (x ) - - f i x  ~ > f (x ) - -~/~,  c'est-h-dire que la diffdrence entre f (x )  et 
F(x)  est de l'ordre de ~/z. 
De 1~ r6sulte le thdor&me suivant: 
Si l'ort admet avec Riemann que chacune des raci,nes imaginaires de 
I 
la fonction ~(s) a la partie rdelle ~gale ('t ~, on peut derire 
oit ~y ddsigne une fonction de x qui ne peut pas dtre d'un ordre de grandeur 
sup&ieur a celui de l'expression 
1 
X ~ +" 
a d~signant un hombre positif si petit qu'on le veut. 
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NOTE ADD1TIONNELLE. 
Quand le m~moire prdcddent dtait ddj~ sous presse, j 'ai remarqud qu'on 
peut, en t irant partie d 'un th6or5me de M. yon MANGOLDT (1OC. cir.) sur 
les zdros p,  pousser un peu plus loin les r&ultats obtenus au w 7. En  
effet, de ce thdor~me rdsulte, ainsi qu'a montr6 M. DE LA VALLl~E 1)OUSSIN 
(1OC. cir. p. 42), que l 'on a, quel que soit le hombre positif a, 
E - 
D~.~ lors les formules (46') eL (53) moutrent A ddsignant une constante. 
que l 'on a 
9 3~ '-)a _ 
a 5rant un hombre positif arbitraire et B une constante (indSpendante de 
9 Z2a I 
x ct de a).. Si x a unc valeur donnce, o'~ atteint pour a = 1-og--x son mi- 
n imum et ce min imum u pour valeur e2(log x) :. On a done, quel que soit x: 
I r (x) - -  x l < Be'( log .~)~ r 
La formule correspondante pour f(x) se ddduit de l'expression (57)et  l 'on 
trouve uinsi 
: f (x ) -  Li(x)] < K. logx.v'~, 
K d~signant une constante. La diff6rence f (x ) -  F(x) ~tant de l 'ordre 
de ~/~., la mSme formule s'applique h F('x), d'oh ce r6sultat: 
' il est certain q~te l'erreur eommise n 1)osant Dans l'hypoth~se ~(p)=~ 
F(x) = Li(x) 
est inf&ieure ~ log x. ~x, multiplid par une constante.' 
Comme log x est d'ordre infdrieur h route puissance x~ (a > o), on volt 
qu'on obtient ainsi une l imite supdrieure de l 'erreur commise qui est, pour 
les grandes valeurs de x, inf iniment petite par rapport h celle obtenue 
plus haut. 
1 D'apr~s les formules pr~c4dentes, combin~es avec la formule de M. DE LA "VALL]~E 
POUSSlN cit6e plus haut, il serait facile d'assigucr une valeur num~rique h cette constante. 
